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MATEMATICKO MODELOVANJE PROCESA DEFORMISANJA

Matematicko modelovanje procesa deformisanja je postupak matematickog opisivanja procesa
deformisanja. Sa jedne strane, ovaj opis mora biti relativno jednostavan, a sa druge strane i dovoljno
tacan, da bi odgovorio svojoj nameni koja je definisana od strane kreatora modela.

Matematicki model se obic¢no sastoji od skupa jednacina kojima treba da su opisane sve vaznije pojave ili
procesi znacajni za postavljeni problem. Karakteristike sredine ili objekata izrazene su kroz koeficijente
jednacina.

Za nalazenje reSenja formulisanog modela matematickim metodama koriste se kako deterministicke
(analiticke i numericke) tako i heuristicke metode i vestacka inteligencija.

Klasi¢na (analiticka) matematika - osnovni cilj utvrditi pod kojim uslovima postoji reSenje nekog
zadatka i koje su osobine tog resenja.

Numericke matematika - efektivno nalazenje reSenja sa zadatom tacnoscu. Ta tacnost treba da
bude nesto veca od tac¢nosti koju obezbeduje matematicki model, ali ne ni suvise visoka, jer se
tacnost pribliznog reSenja i tako nece povecati s obzirom na usvojeni model.

Heuristicke metode i metode ,vestacke inteligencije” - se koriste kako bi se ubrzao proces
pronalazenja dovoljno dobrog resenja, u situacijama kada je kompletno pretrazivanje neprakti¢no.
Tehnike reSavanja problema, ucenja i otkrivanja koji su bazirani na iskustvu.
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Analiticke metode

O O O0OO0OO0DOo

Metoda ravnih preseka (inzenjerska metoda)
Metoda linija klizanja

Metoda vizioplasticnosti (teorija+exp.)
Metoda gornje granice

Varijaciona metoda

Metoda deformacionog rada

Heuristicke metode i metode vestacke inteligencije

Ekspertni sistemi

Soft computing

Monte Carlo

Genetski algoritam
Evoluciono programiranje
Neuronske mreze

Fuzzy logic

Simulirano kaljenje

Tabu algoritam i dr.

Numericke metode

= UBET

= MUBET

= Metoda Konacnih Elemenata
= Metoda Konacnih Zapremina
= Metoda Konacnih Razlika

= Metoda Granicnih Elemenata
= Metoda reziduuma
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U numerickom pristupu reSavanja pojedinih tehnickih problema najcesce se koristite neke od
sledec¢ih numerickih metoda:

- Metoda konacnih razlika (Finite Diferences Method) predstavlja numericko resavanje diferencijalnih jednacina na taj
nacin Sto se prirast df funkcije f(x) zameni kona¢nom razlikom (diferencijom) Af funkcije f(x).

- Metoda granicnih elemenata (Boundary Element Method) alternativna je metodi konacnih elemenata uz neke njoj
specificne karakteristike: mali broj jednacina sistema, jednostavna priprema i obrada podataka, dobra aproksimacija
koncentracije naprezanja, itd. "

- Metoda konacnih zapremina (Finite Volume Method) alternativna je metodi konacnih elemenata za analizu naprezanja i
deforinacija, kako ¢vrstih tela, tako i termoplasticnih.

- Direktna metoda konacnih elemenata (Direct Finite Element Method) koristi se za reSavanje relativno jednostavnih
problema, npr. masinski elementi jednostavnog oblika, statika linijskih konstrukcija i slicno. Zato je ova metoda polazna
osnova za Siru inteipretaciju MKE, zbog svoje jednostavnosti i fizickog znacenja.

- Varijaciona metoda konacnih elemenata (Variational Finite Element Method) temelji se na varijacijskom principu
virtualnih pomaka i principu virtualnih naprezanja. Varijacijska metoda se jednako uspjesno primenjuje za jednostavne i
sloZzene probleme. Kod postavljanja matri¢nih jednacina konacnog elementa vise se primjenjuje varijacijska metoda nego
direktna.

- Metoda energetskog bilansa (Energy Balance Finite Element Method) temelji se na bilansu razlicitih vidova energije,
zbog ¢ega ima Siru primenu u termostatickoj i termodinamickoj analizi kontinuuma.

- Metoda reziduuma-ostatka (Residual Finite Element Method) temelji se na diferencijalnim jednadinama razmatranog
problema. Narocitu primenu ima kod problema gde je tesko formulisati funkcional ili kod problema gde funkcional ne
postoji
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METODA KONACNIH RAZLIKA

Metoda konacnih razlika najstarija je metoda za numericko resavanje diferencijalnih jednacina (Euler
u 18. veku). To je ujedno i najjednostavnija metoda ako se koristi jednostavna geometrija.

Najcesce se koriste strukturalne mreze kojima su linije poravnate sa linijama koordinatnog sistema.
Obicno se kreée od jednacina oCuvanja u diferencijalnim oblicima koje je potrebno diskretizirati.

Na svakom ¢voru mreze aproksimira se polazna diferencijalna
jednacina tako da se parcijalne derivacije u jednacinama zamene sa
aproksimacijskim izrazima u tekucem ¢vornom mestu. To rezultira
jednom algebarskom jednadzbom po ¢voru mreze, u kojoj su
nepoznate vrednosti promenjive tog i odredenog broja susednih
¢vorova. Naravno, broj jednadcina i broj nepoznatih moraju biti
jednaki.

Za racunanje jednacina u ¢vorovima potrebne su nam
aproksimacije derivacija. NajceSée koristene metode za
aproksimacije derivacija su aproksimacija pomocu Taylorovog
razvoja u red i aproksimacija polinomom (engl. polinomical
fitting) .

f"(a)
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METODA KONACNIH RAZLIKA

i 2 L] 3
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.i_ — dx /. . Ax de” ) 2 dx” | . 6
W i+1,_‘,|‘ f ‘-——I.T?——-' \ ij " i
()
[aH] Mg j—U; d_}_ lim Ay f(x+Ax) - f(x)
dx ), ; Ax dx  Ax—0 Ax Ax '

[B_HJ =“i+1,j_”i.j +O(AY)
i Ax
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ou iy =Uiry | oo Aproksimacija prve derivacije
[_]u +olan prvog reda ta¢nosti
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o o—w Aproksimacija prve derivacije
H'# 2 = ._(+) [a—uj =M+mﬂ“}l drugog reda tacnosti
i-1,j i+1,j dx J, 2Ax g08

(+) (-:2) L (+) 32 i, =2 U, ] Aproksimacija druge
i1j |hj |l [E]_f an? ol derivacije drugog reda

Ax Ax tacnosti
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METODA GRANICNIH ELEMENATA

Specificna metoda prelaza iz sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina i zadatih grani¢nih uslova ka
njihovoj integralnoj analogiji na granici oblasti koju posmatramo.

Postupak se sastoji u diskretizovanju grani¢ne oblasti strukture granicénim elementima, primenom
razliCitih vrsta aproksimacija geometrije granica i grani¢nih funkcija. Iz integralnih odnosa, diskrethnom

analogijom, formira se sistem algebarskih jednacina. ReSavanjem sistema dolazi se do trazenih velicina
na granicama oblasti.

Prednosti:

» Diskretizacija se zaheva samo na granicama
(grani¢ni-rubni elementi).

» Maniji broj stepeni slobode, odnosno sistema

jednacina. %
» Jednostavnija priprema podataka.

» Selektivno i ta¢no vrednovanje samo za prethodno L %

MEKE

1
:
|
|
N
e
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odabrane unutrasnje tacke.
» Bolja preciznost kod problema koncentracije
naprezanja (dobra aproksirnacija singulariteta).
» Pogodna kod modeliranja simetri¢nih problema i
beskonacéno grani¢nih podrucja
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METODA GRANICNIH ELEMENATA

Plastiénost se definira pomodéu kriterija granice tefenja. Prema Von-Misesu, uvjer
plastiénog tedenja moke se prikazati funkeijom naprezanja, odnosno plastiénog

potencijala:
Flo, k)= 31, —a, =0 (6.96)
. Ty - , .
pdje s J, == druga invarijanta devijatorskog naprezan)a,

T, = (& ), granica plastiénog tedenja,
8, = gu' =0, - T’ komponente devijabora tenzora naprezania,

§ = o, naprezanja po dijagonali matrice,

a, =3, = \{% oz, , ekvivalenino naprezanje.

Za plastitne telenje po Prandtl — Beussu:

def =dAay, (6.97)

pdje je:  dd - faktor proporciconalnosti.

Elasto — plastiéno stanje odredeno slikom 6.22, i temeljem integralne jednadibe glasi:

[(ryu, 1,0, ) ar =[{%, e, ~o,E, ). (6.98)

Ty - vektor rubnog naprezanja,

Ly = vekior rubnog pomaka,

= komitura,

£2 - posdrocje okruzeno konturom I

w — vektor rubnog pomaka u podrdje I, (radijalni pomak
plastiénog fromta).

Iy = povrsina - podrudje,

o B - zamidljena  podudama naprezanja 1 komponenie

gdje su:

v

i) < k, elastiéno stanje
: f{a) =k, pofetak plastiénog teenja
L] ‘I

Stvarna naprezanja i deformacije su dio unetar Sistog elastifnog i dodatnog
plastiénog dijela, tj.

&y =0y + 04, £y =&y +EF {699
Hookeov zakon odreduje;
. -
LY =31*“'51,- _Elf]+:'5u|:£ll ‘Efij (6. 100
ils 5 opéim podetnim naprezanjein
ﬁl.' = j_“ EI.I + i-_v!; 5.‘;':';'; ] I:"E.r.'. (6. 101)
plje e o= 0,



o FAKULTET TEHNICKIH NAUKA
Departman za proizvodno
J masSinstvo

=
s

Fepy

METODA GRANICNIH ELEMENATA

Unofenjem (5993 u izraze (6. 100} do (6102} slijedi:
[lrpu, =1, Jar = o) Eyds (6.103)
za podetne napresanje, prema (6.102)
[oyEua=[%, efdq, 6,104
takoder pofetna formulacija deformacije glasi:
[(ru, 1,0, Jar=[¥,, epdg. (6.105)

Unutar granice procesa kada I'p— 010 £ — 0 imegral jednadibe za neelastiéni rubai
element definiran je u sljededem obliku:

Coolo oty )+ [T (8 d 6 )=, B W (e 8 T )= [, efd2 . (6.106)

Prikazana jednadiba (61060 se zatim modelirm | numeriéki  gedava. Slijedi
rezultirajuéa mairica jednadzbe sistemz u obliku:
Au = Br+ De”, (0. 107)

odnosno za rubne uvjere dobiva se:

Ax=r+ D", (6, 108

ito se refava inverzijom za nepoznaie ramjene i ofpore (reakeijel:
x=ATr+ AT D = 2 + KT i, 108

Prirast definiran jednadibom (6.1 09) jesr:

x=Ax" + K ,_f+£1£,"}|. (6.1 L)
dok & naprezanje biti u obliku:

F=Ax+r'+ Def {61100
i nzimanjem u obeir jednadzbu (6,109 sljedi:

g Ay +r+ [(AK+ DY =0 + Ke". {6.112)

Prirast za ovaj izraz glasi:
a, =A0" +K(.£,'Z, + .::u:;"J.
Eto reprezentisa bazu algoritma.
L] prvem koraku je prefeaZivanje rjesenja elasticnosti za:

-1 »
= ATy g =A% 4

1 ponoyia uspored b maksimalne vrijednosti ckovivalentnog naprezanja;

o Jﬁ

Cvako odreden pofetni faktor opteretenja;

—_Ta
o=

i prirast plastitnost fteracijom mode podeti:
r=x"+Ke”, F=a'+Ke",

procedurom korak po korak,

Detaliniji podaci o MEE mogo se naéi o literaturi [6,7,52,53,54].
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(0.013)

(6,114

{6.115)

{6.116)

(0117}
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METODA GRANICNIH ELEMENATA
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- - Ek Sika .24, Valahje plode a. Sranie plashilng
zoneg | konlura deformacia, b
—r—re AT

rkonfure naprezanja na podfefku
plastificacie, 1 - 250 MPa
raprerane ledenia; 2= 180 MPa,
3= 100 MFa, 4= 50 MPa

EEYIVALENTHO MAFREZAMNIE (MPa)
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METODA KONACNIH ZAPREMINA

 Metoda konacénih zapremina (MKZ) ima najvecu primenu u numerickoj mehanici fluida.

e |terativnost MKV ¢ini je pogodnom za analizu nelineranih problema

* Najcesée krece od integralnog oblika zakona oCuvanja.

e Domen resSenja je podeljen u konacan broj kontrolnih volumena (engl. control volumes -
CV) ili ¢elija (engl. cells ili voxels). Jednacine oCuvanja se primenjuju na svaku od celija. U
centru svake Celije se nalazi ¢vor u kojemu se izraCunavaju vrednosti promenijivih (u nekim
slucajevima neke od vrednosti se postavljaju na stranice ¢elija). Ostale vrednosti se
dobivaju interpolacijom.

e Povrsinski i zapreminski integrali se aproksimiraju prikladnim kvadratnim formulama. Kao
rezultat dobija se algebarska jednacina za svaku ¢eliju u kojima se pojavljuju neke
vrednosti susednih éelija. Ova metoda podrzava bilo kakav tip mreze te je pogodna i za
kompleksne geometrije.

control volume
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METODA KONACNIH ZAPREMINA

Diskretizacija metodom konacnih zapremina

/

+* Diskretizacija se sastoji u definisanju numericke mreze koja
se sastoji od konacnog broja racunskih ta¢aka koje
zamenjuju kontinualnu funkciju, npr. u =u(r,t), T=T(r,r)

| ] s . )
odgovarajuc¢im vrednostima u datim tackama. SEEEEC :rm;"“:'
+»* Numericka aproksimacija je bolja, Sto je veéi broj racunskih ::. =T1.
taCaka. Prema tome, Cvrsto telo se deli na konacan broj I
kontinualnih kontrolnih zapremina- volumena ili ¢elija i" I 7|
volumena V ogranicenih povrSinom S, koja se sastoji od 'c. e .
odredenog broja celijskih povrsina (Sk). o - ./; F/ . - -
+» Racunski ¢vorovi su postavljeni u centar svakog prostora i )
(KV), a granic¢ni ¢vorovi su postavljeni u centar granic¢ne el r" e B B L
povrsine Celije i sluZe za defonisanje granicnih uslova L
+»» Diskretizacija prostora MKZ, radi jednostavnosti, deli prostor x
S« [ S

na N jednakih kontrolnih volumena

o7y

L=
[=]

I."-'!,;‘\
Y

2D 2D
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METODA KONACNIH ZAPREMINA

Za reSavanje sistema ovom metodom potrebne su aproksimacije povrsinskih i zapreminskih

integrala.
, | Povrsina celije sastoji se od 4 ( u 2D prostoru) ravne stranice,
o ' " : . . A .
I NW “ N . oznacene sa malim slovima koja odgovaraju njihovim smerovima
. . . - v .e . s ..
1 (e, w, n, s) uodnosu na ¢vor P koji se nalazi u centru celije.
¥ W e 1
W Mo P elme | JEE Tok kroz granice celija - suma integrala kroz sve Cetiri stranice
i e | &y
e |
el L N | [ras= [ sas .
Ax 5 ko5
I‘I E Xis1

Za racunanje povrsinskog integrala potrebno je poznavati funkciju f duz cele povrSine S. Ta informacija nije dostupna, osim
u ¢vorovima ( koji se nalaze u centrima ¢elija) te je potrebna aproksimacija koja se odvija u dva koraka:

e integral se aproksimira izrazima sastavljenim od vrednosti promenjivih na jednoj ili vise lokacija na stranicama éelija
e vrednosti na stranicama ¢elija se aproksimiraju od vrednosti u ¢vorovima ( centrima éelija)
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1. Najjednostavnija aproksimacija integrala je pravilo sredisnje tacke (engl. midpoint rule) : integral je
aproksimiran kao prozvod integranta (vrednosti funkcije) u sredistu stranice celije (Sto je samo po
sebi aproksimacija srednje vrednosti povrsine) i podrucja stranice cCelije:

F,=[fis=}S,=f.5.
5,

Ovakva aproksimacija integrala je drugog reda tacnosti i zahteva vrednost integranta f na lokaciji "e".

S obzirom da vrednost od f nije poznata na lokaciji "e", potrebno ju je dobiti interpolacijom.

Da bi se sacuvala tacnost drugog reda koje donosi pravilo sredisnje tacke, vrednost fe treba se racunati
postupkom koji je isto tako barem drugog reda tacnosti.

2. Drugi nacin aproksimacije povrsinskog integrala drugog reda ta¢nosti u 2D prostoru je pravilo
trapezoida, koje vodi do izraza:

I.E'
F = 1§ =—= +
. jf St 1)

U tom slucaju potrebno je izraziti tok u uglovima celija. Za aproksimacije viseg reda, tok mora biti racunat
na vise od dve lokacije. Aproksimacija Cetvrtog reda je Simpsonovo pravilo, koje aproksimira integral kao:

Fo= [ fiS ="5(fu 4414 1)
f5,
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METODA KONACNIH ZAPREMINA

JednadZba o odrianju momenta koli¢ine kretanja

Volumenske i povrsinske sile . - : : ;
Prvi Cauchyjev’ zakon kretanja [10], izveden prema drugom Newtonovu zakgg,

primijenjencm na Svrsto tijelo, ima oblik:

Volumenzke sile dicluju na cijelu mase elementa Evrstog tijela | prikazuju se kao a 3
gile po jedinici mase &vrstog elementa {sile gravitacije, sile inercije, magnetne sile, EIP a-ﬂf =]rT-'rrJ'~‘F+_[.H FpdV (6.123)
id. ). ¥ ¥ ¥

Powvriinske sile nastaju djelovanjemn direktnim kontaktom na clement Evratog tijela ) )
i prikazuju e kao sile po-jedinici povefine Cvrsiog elementa (kontakine sile, sile dje su: o - lenzor naprezanja, odnosno g = gy, { #j, tenzor naprezanja,
inerciomog trempa, itd. ), - gustoce,

WVolumenska sila fi u toéki  clementa Gvrstog tijela je graniéna vrijednost ¥ — volumen,

& — povriina,

rezulianine sile AF, koja djeluje na sve tofke clementa &vrstog tijela | mase tog

glementa Am = pAV . i~ vebior pormaka,
Jfi— rezultanta volumenskih sila koja djeluje na tijelo,
i — jediniéni vekior normale,

Ji = lim ﬂ Al . {6119} ! = wrijeme.
d—=0 Qap o AF—R pﬂ],.-'

I}
=
=
=

U izrazm (6.123) prvi &lan su inercione sile, drugi Elan se odnosi na povriinske sile,

Ukupna volumenska sila iznosi: atredi flan na volumenske sile,
Lzrae (6123} vaidi za cijelo tijelo ili za die volumena V ogranitenog poveinom 8, s

F, = J-J':a-'l"?ﬂ N J-.G.."}.ef'r“- (6.120) vanjskim jedini@nim vektorom normale x na poveding S (slika 6.28.).
[ ¥

Isto tako povrsinska sila w totks Svrstop tjela Enos:

f, = Lém_%. (6.1217

Ukupna sila koja djeluje na konaénu povriinu:

F,=[fds, (6.122)
5

gdje je: AF, — rezultanta svih sila koje djeluju na povriing A5
Sika 6.28.  Dfelovanje walumenskil | powsinskih sia na Svrslo Falo
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METODA KONACNIH ZAPREMINA

Tenzor naprezanja o, komponente pomaka p, vektor normale n i masene sile f
moen se pisatl u obliku:

Er T'w rl._- i "'\r .|Ir:'|r
g=lr, o, T, w= v, n=in,, fi=|fy (6.124]
T, Ty 0O i, -rﬂ:
odnosno konstitotivee relacije [55]:
i 'rr}Jr iy |'-'.|‘|1'-'\I
g =l —t A —F—+— [~ (2 + 31 )T
=« = jllLﬂA dy ﬁ'r.J (2w )
dv (B e i) -
=2 —t A — ot —t— |= 2+ 3, T (6.125)
S | o ay oz Qu+3d)

dw e A dw
2 A B Y 2 34 e
% ‘aﬂay'a:-.] (2p+ 3o

[E're -':h-] [&u Bw]
.In'=.“ -_+_ v fl.- =||'I —+—— v T|'r
¥

Ty

dz  dx

T, =T, =2UE_ ;|

2]
| gz oy ]
t-'\.l

=2pE,

= A=Y Lameovi keeficijenti,
1 +v) (14w )1 = 2v)

v - Poissonov koeficijent,

E = Youngov modul elastiénosti,

(o = modul smicanja,

&t - koeficyent lineamop Sirenj.

|H=G-=

6.4.4. Pocetni i graniéni uvjeti

Matematitki model se smatra kompletnim kada ima odredene podetne 1 graniGne
uvjede, zasto se mora iabratt odreden broj 1 tip ovih uvjeta. Problem je dobro
postavljen kada ima rjefenja koja su jedinstvena | kontinuirano ovisna od poletnil i
granicnih - uvjeta,  Poletmi uvjer  mo2e  bin raspored  pomaka,  npr
ufx, ¥, :.{I:I = Uy, vl.r_.'r. ¥ z,ﬂjl =1,

Kord defimiranja graninih uvjeta mogude je primijeniti vide visla granséniby UVjeta,

medutim svi se moegu kkasificirat w dvije grape:;

*  Dirichletovi _g;l'an'l.'.ni uvjeti, gdje je na granicama zadana vrijednost zavisng
promjenjive dnpr. zadani pomak ili wmperatura).,

* Meumannovi gramcm uvjeti kada su zadane wiijednosti gradijenta Iavisng
promienjive (npr. zadano naprezane
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