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MATEMATICKO MODELOVANJE PROCESA DEFORMISANJA

Matematicko modelovanje procesa deformisanja je postupak matematickog opisivanja procesa
deformisanja. Sa jedne strane, ovaj opis mora biti relativno jednostavan, a sa druge strane i dovoljno
tacan, da bi odgovorio svojoj nameni koja je definisana od strane kreatora modela.

Matematicki model se obic¢no sastoji od skupa jednacina kojima treba da su opisane sve vaznije pojave ili
procesi znacajni za postavljeni problem. Karakteristike sredine ili objekata izrazene su kroz koeficijente
jednacina.

Za nalazenje reSenja formulisanog modela matematickim metodama koriste se kako deterministicke
(analiticke i numericke) tako i heuristicke metode i vestacka inteligencija.

Klasi¢na (analiticka) matematika - osnovni cilj utvrditi pod kojim uslovima postoji reSenje nekog
zadatka i koje su osobine tog resenja.

Numericke matematika - efektivno nalazenje reSenja sa zadatom tacnoscu. Ta tacnost treba da
bude nesto veca od tac¢nosti koju obezbeduje matematicki model, ali ne ni suvise visoka, jer se
tacnost pribliznog reSenja i tako nece povecati s obzirom na usvojeni model.

Heuristicke metode i metode ,vestacke inteligencije” - se koriste kako bi se ubrzao proces
pronalazenja dovoljno dobrog resenja, u situacijama kada je kompletno pretrazivanje neprakti¢no.
Tehnike reSavanja problema, ucenja i otkrivanja koji su bazirani na iskustvu.
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MATEMATICKO MODELOVANJE PROCESA DEFORMISANJA

Analiticke metode

O O O0OO0OO0DOo

Metoda ravnih preseka (inzenjerska metoda)
Metoda linija klizanja

Metoda vizioplasticnosti (teorija+exp.)
Metoda gornje granice

Varijaciona metoda

Metoda deformacionog rada

Heuristicke metode i metode vestacke inteligencije

Ekspertni sistemi

Soft computing

Monte Carlo

Genetski algoritam
Evoluciono programiranje
Neuronske mreze

Fuzzy logic

Simulirano kaljenje

Tabu algoritam i dr.

Numericke metode

= UBET

= MUBET

= Metoda Konacnih Elemenata
= Metoda Konacnih Zapremina
= Metoda Konacnih Razlika

= Metoda Granicnih Elemenata
= Metoda reziduuma



Metode strukturne analize

Analiticke metode:

diferencijalne jednacine (obiCne |
parcijalne)

diferencijlno-integralne jednacine

Numericke metode
kontinualni sistemi
diskretni sistemi
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Numericke metode

NUMERICKE METODE STRUKTURNE ANALIZE
| I

KONTINUALNI SISTEMI DISKRETNI SISTEMI
T (matriéne metode)
VARIJACIONE [
METODE
METODA POMERANIJA
L PRIBLIZNE METODE J
METODA SILA
DIFERENCIJALNE JEDNACINE
! | METODA KONACNIH
Metoda konaéne Metoda numernicke ELEMENATA
razlike mtegracije
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PROCESA DEFORMISANJA

U numerickom pristupu reSavanja pojedinih tehnickih problema najcesce se koristite neke od
sledec¢ih numerickih metoda:

- Metoda konacnih razlika (Finite Diferences Method) predstavlja numericko resavanje diferencijalnih jednacina na taj
nacin Sto se prirast df funkcije f(x) zameni kona¢nom razlikom (diferencijom) Af funkcije f(x).

- Metoda granicnih elemenata (Boundary Element Method) alternativna je metodi konacnih elemenata uz neke njoj
specificne karakteristike: mali broj jednacina sistema, jednostavna priprema i obrada podataka, dobra aproksimacija
koncentracije naprezanja, itd.

- Metoda konacnih zapremina (Finite Volume Method) alternativna je metodi konacnih elemenata za analizu naprezanja i
deformacija, kako Cvrstih tela, tako i termoplasti¢nih.

- Direktna metoda konacnih elemenata (Direct Finite Element Method) koristi se za reSavanje relativno jednostavnih
problema, npr. masinski elementi jednostavnog oblika, statika linijskih konstrukcija i slicno. Zato je ova metoda polazna
osnova za Siru inteipretaciju MKE, zbog svoje jednostavnosti i fizickog znacenja.

- Varijaciona metoda konacnih elemenata (Variational Finite Element Method) temelji se na varijacijskom principu
virtualnih pomeranja i principu virtualnih naprezanja. Varijacijska metoda se jednako uspesno primenjuje za jednostavne i
sloZzene probleme. Kod postavljanja matri¢nih jednacina konacnog elementa vise se primjenjuje varijacijska metoda nego
direktna.

- Metoda energetskog bilansa (Energy Balance Finite Element Method) temelji se na bilansu razlicitih vidova energije,
zbog ¢ega ima Siru primenu u termostatickoj i termodinamickoj analizi kontinuuma.

- Metoda reziduuma-ostatka (Residual Finite Element Method) temelji se na diferencijalnim jednadinama razmatranog
problema. Narocitu primenu ima kod problema gde je tesko formulisati funkcional ili kod problema gde funkcional ne
postoji
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METODA KONACNIH RAZLIKA je numeri¢ka metoda pogodna za re$avanje raznovrsnih
zadataka. Bazira se na matematickoj diskretizaciji diferencijalnih jednacina prevodjenjem na
jednacine sa konacnim razlikama. Uspesno se moze primeniti na tankozidim nosacima, na
problemima plasticno deformabilnih konstrukcija. Efikasnost metode se smanjuje sa
slozenosS¢u unutrasnjih veza posmatranog mehanickog sistema.
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Ukoliko Ax dovoljno smanjimo, numeri¢ka aproksimacija derivacije ée biti vrlo toéna
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e METODA NUMERICKOG INTEGRISANJA DIFERENCIJALNIH JEDNACINA se koristi $iroko u
mnogim zadacima. Metoda se svodi na reSavanje zadatka Cauchy-ja s obzirom na
postojanje dobrih matematickih procedura za integraciju sistema diferencijalnih
jednacdina. Za reSavanje se dosta dobro mogu upotrebiti metoda Euler-a, metoda Runge-
Kutta i druge.

Eulerova metoda je iterativna metoda kojom se racuna aproksimacija vrednosti y(x,) uz poznatu (obi¢nu)
diferencijalnu jednacinu oblika y'=f(x,y) i pocetni uslov y(x,)=y, (tzv "Cauchyjev problem").

Metoda se provodi tako da se pocetni interval, [x, x;] (dakle, interval od tacke koja je zadana pocetnim uslovom, do
tacke u kojoj Zelimo izracunati vrednost funkcije) podeli na n jednakih delova.

DuZinu h=(x; ,)/n zovemo korakom metode. Zadanom diferencijalnom jednacinom oblika y'=f(x,y) dato je tzv. polje
smerova, odnosno, svakoj tacki ravni pomocu diferencijalne jednacine mozemo pridruziti vrednost nagiba tangente.
Upravo ¢e nam tangenta u svakoj tacki predstavljati linearnu aproksimaciju resenja diferencijalne jednadzbe.
Pomeranjem za vrednost koraka h po x-osi dolazimo do sledeée tacke iterativne metode (na slici oznacene redom
sAy A, ...). Postupak ponavljamo (iteriramo) dok vrednost na x-osi ne dosegne x,. Provedemo li racunski opisan
postupak dobivamo iterativni algoritam.

A Numerigka integracija A
Az A
o /L/E A Az 4
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METODA GRANICNIH ELEMENATA je specifitna metoda prelaza iz sistema parcijalnih
diferencijalnih jednacina i zadatih grani¢nih uslova ka njihovoj integralnoj analogiji na
granici oblasti koju posmatramo. Postupak se sastoji u diskretizovanju grani¢ne oblasti
strukture granicnim elementima, primenom razliCitih vrsta aproksimacija geometrije
granica i grani¢nih funkcija. Iz integralnih odnosa, diskrethom analogijom, formira se
sistem algebarskih jednacina. ReSavanjem sistema dolazi se do trazenih veli¢ina na
granicama oblasti.



METODA KONACNIH ELEMENATA

View 1
Case 1 [kovani_v2a-mecasl.don]
Effective strain [30 element]

Unit: 5_unit

Frin
35628
336447
320684
302891
245078
267275
243412
231669
213866
136063
11826
160458
142655
Laa852
107049
0.492456
0714428
05364
035837
180301

00231174
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Granicni ili pocetni problem deformabilnog 3D tela

stanje napona i deformacija tela usled datih spoljasnjih
uticaja
» Ukoliko su spoljasnji uticaji znacajnije zavisni od vremena,
problem je dinamicke prirode i opisan je (nacelno)
odgovarajucim diferencijalnim jednacinama kretanja
* Ako su vremenske promene opterecenja i odgovora tela N \‘; y
zanemarljive, problem je staticke prirode i definisan je /
odgovarajucim diferencijalnim jednacinama ravnoteze 5 e
* Osim diferencijalnih jednacina kretanja ili ravnoteze, x 7,

moraju da budu definisani i odgovarajuci granicni i pocetni

uslovi (za dinamicki problem)

* Granicni ili pocetni problem deformabilnog tela posmatra K g /
- fﬂ
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Diskretizacija domena i diferencijalnih jednacina

Posmatrani problem Primenjene mehanike (Mehanike ¢vrstog tela) definisan je
odgovarajucim granicnim problemom, Sto znaci da je poznato sledece:

- domen definisanosti problema Q i granica domena

- diferencijalne jednacine problema u oblasti Q: A(u) =0

- zadati granicni uslovi na konturi domena I: B(u) =0

Domen definisanosti problema (1D, 2D ili 3D) prikazan je u Dekartovim koordinatama x i
osnovna nepoznata velicina je pomeranje tacaka ¢vrstog tela u(x)

B(u)=0

> <

Subdomain Q¢
(element)




OSNOVE MKE

® MKE je najvise primenjivan numericki postupak za priblizno reSavanje granic¢nih
i poCetnih problema

Metoda konacnih elemenata spada u metode diskretne analize. Za razliku od
ostalih numerickih metoda, koje se zasnivaju na matematickoj diskretizaciji
jednacina grani¢nih problema, MKE se zasniva na fizickoj diskretizaciji
razmatranog podrucja. Umesto elementa diferencijalno malih dimenzija,
osnovu za sva proucavanja predstavlja deo podrucja konacnih dimenzija, manje
podrucje ili konacni element. Zbog toga su osnovne jednacine pomocu kojih se
opisuje stanje u pojedinim elementima, a pomocu kojih se formuliSe i problem
u celini, umesto diferencijalnih ili integralnih, obicne algebarske.

Sa stajaliSta fizicke interpretacije, to znaci da se razmatrano podrucje, kao
kontinuum sa beskonacno mnogo stepeni slobode, zamenjuje diskretnim
modelom medusobno povezanih konacnih elemenata, sa konacnim brojem
stepeni slobode. S obzirom na to da je broj diskretnih modela za jedan granicni
problem neograniceno veliki, osnovni zadatak je da se izabere onaj model koji
najbolje aproksimira odgovarajuci granicni problem.




Osnove MKE - nastavak

.~ Element 2




Osnove MKE-nastavak

ARV




Razvoj MKE

® |deja stara 2000 godina
Arhimed-broj &, zapremina piramida, povrsina sfrere)
® Razvoj poceo polovinom XX veka
Inzinjerski pristup (disketizacija slozenih konstrukcija
Stapovima-linijski nosaci)
Matematicki pristup (diskretni modeli i variacioni
postupak)




Razvoj MKE- nastavak

Koncept metode je definisao 1941. Hrenikoff.

Godine 1956 istrazivaci Claugh, Martin, Turner i Torr raCunarom
su resili zadatak ravanskog naponskog stanja krila aviona
"BOEING", primenom trougaonih konacnih elemenata. Tada je
na predlog americkog istrazivaca Claugh-a definisano danasnje
ime metode: "the finite element method", skraceno FEM.

Znacajan doprinos Sirenju ideja i koncepta metode imala je
Stampa prve monografije autora Zienkiewicz-a i Chenga 1967

Sedamdesetih godina istrazivac Oden znacCajno uopstava
metodu, uvodedi u nju trodimenzionalnost, nelinearnost,
dinamiku struktura, talasno prostiranje, uticaj fluida i
optimalnost struktura




Razvoj MKE- nastavak

e 80-tih MKE pocinje se primenjivati i u oblasti plasticnosti
(jednostavni procesi deformisanja - sabijanje valjka i istosmerno
istiskivanje — kruto plasti¢an materijal)
90-tih, uvodenjem termo-mehanicke analize, brzine
deformisanja, elasto-plasti¢nih i elasto-viskoplasticnih modela,
napretkom u modelovanju kontaktnih i granicnih uslova, razvoju
efikasnih algoritama (solvera) za resavanje i dr. stvorene su

pretpostavke za punu primenu MKE u oblasti obrade
deformisanjem.

Danas na trzistu postoji veliki broj komercijalnih softwera na bazi
MKE koji se koriste za simulacije procesa deformisanja (Abaqus,
QForm, DEFORM, Simufact.Forming, Pam-Stamp, AutoForm




Sustina aproksimacije kontinuma po MKE

MKE se zasniva na diskretizaciji kontinuuma — zamena kontinualnog
sistema ili procesa diskretnim, tj. aproksimacija kontinuuma konacnim
brojem elemenata

Posmatrani domen kontinuuma se deli pomodéu zamisljenih linija ili povrsi
na odredeni broj poddomena konacnih dimenzija koji se nazivaju
konacnim elementima i zajedno Cine mrezu konacnih elemenata

Konacni elementi su medusobno povezani u konacnom broju ta¢aka koje
se nalaze na konturi elemenata i nazivaju se cvorovi

Stanje promenljive (npr. polje pomeranja, deformacija, neprezanje,
temperatura) u svakom konacnom elementu se opisuje pomocu
interpolacionih funkcija (ili funkcija oblika)

Parametri u ¢vorovima su osnovne nepoznate velicine u MKE

Interpolacione funkcije su unapred zadate funkcije za jedan tip KE i
predstavljaju vezu izmedu vrednosti promenljive polja u bilo kojoj tacki KE
i vrednosti promenljive polja u ¢vorovima




Sustina aproksimacije kontinuma po MKE

u,v,w

u,v,w u,v,w 5
> d o &vorova 6

Cvorova 4 - "
cvorova 8 Evorova 20

¢ Za svaku ¢vornu tacku, gde se spajaju elementi, postavljaju se jednacine
koje definiSu vezu naprezanja i deformacija.

¢ Preko ¢vornih tacaka na spoljnim konturama uvode se spoljna opterecenja
i ukljuCuju u sistem jednacina elasti¢nosti, naprezanja i deformacija.

¢ Resavanjem ovih sistema jednacina dobiju se pomaci, odnosno
deformacije i naprezanja u svim ¢vornim tackama.




Algoritamski koncept MKE

Korak po korak
Diskretizacija kontinuuma
Izbor interpolacionih funkcija
Racunanje karakteristika elemenata
Formiranje jednacina za mrezu konacnih elemenata
Resavanje sistema jednacina
Proracun potrebnih uticaja




KRITERJUMI DISKRETIZACUE

Kriterijum broja stepeni slobode: Sto manji broj stepeni slobode i to kvalitetnije
interpolacione funkcije. Umanjuje numericki obim problema i smanjuje potrebne
hardverske resurse.

Kriterijum manjih aproksimacija: Manje odstupanje od tacne geometrije kod
modeliranja. Ovaj zahtev uvecdava broj stepeni slobode kretanja

Kriterijum spoljasnjeg oblika: Izbor konacnog elementa strukture moze se izvrsiti na
osnovu slicnosti njegove geometrijske forme sa formom pravilnih delova objekta.

Kriterijum poznavanja unutrasnje distribucije komponentnih napona ¢lanova
kontinuuma:

Zasniva se na poznavanju osnovnih tipova naponskih distribucija kod ploce, ljuske,
membrane, solida, grede, Stapa. Kako unapred nije tacno poznata distribucija napona,
Cesto se nakon analize ispituje ispravnost izbora konacnih elemenata. To podrazumeva
kontrolu nivoa i vrste komponentnih deformacija. Na taj nacin se proverava da li je
izabran element "radio" po svojoj teoriji ili ne. Kada uslovi to dozvole, vrsi se i
eksperimentalna analiza. Na bazi toga se moze reci da je modeliranje u teoriji konacnih
elemenata i iskustvena kategorija.

Kriterijum simetri€¢nosti: U slucaju centricnog ili simetricnog spoljasnjeg opterecdenija,
moguce je izvrSiti modeliranje polovine, Cetvrtine ili dela konstrukcije, Cime se problem
racionalno opisuje manjim brojem stepeni slobode. To je slucaj sa cisternama,
spojnicama, diskovima. Uticaj ostalih delova konstrukcije definise se posredstvom
granic¢nih uslova elasti¢nih pomeranja ¢vorova




Diskretizacija kontinuma

Na mestima gde se ocekuje poveéanje
naprezanja, tj. koncentracija
naprezanja, mreza je sitnija i obratno.

Ako je mreza konacnih

elemenata sitnija, manja je mogucnost
da izmedu dve tacke ostane prostor gde
je naprezanje ekstremno veliko.

Vedi broj elemenata povecava opseg
izraCunavanja i vreme rada raCunara.



Diskretizacija kontinuma
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TIPOVI KONACNIH ELEMENATA

- lzbor tipa konacnog elementa je jedan od najvaznijih koraka u primeni
metoda konacnih elemenata. Pravilan izbor je veoma vazan za dobijanje
tacnih rezultata. Osnovne osobine konacnih elemenata su:

oblik

broj i vrsta Cvorova

broj i vrsta stepeni slobode u pojedinim ¢vorovima i
vrsta interpolacionih funkcija.

Bez bilo kog od ovih parametara, konacni element nije potpuno
definisan. S obzirom na njihov oblik, elementi mogu biti sa
pravolinijskim i sa krivolinijskim konturama. Bitna je podela na:

linijske
ravanske i
prostorne




Linijski konacni elementi

® Linijski konacni element je deo prave ili krive linije. Kod ovog tipa elementa
jedina dimenzija koja se razmatra je duzina.

Stapovi — SPARS
grede — BEAMS

11D LINIJSKI ELEMENTI

e ST Lt

GRANICNI ELEMENT




Ravanski konacni elementi

Koriste se za analizu problema koji se mogu posmatrati kao dvodimenzionalni
(ravno stanje deformacije i napona, osnosimetri¢no stanje deformacije).

Najcesce su Cetvorougaonog ili trougaonog oblika

CETVOROUGAONI CETVOROUGAONI

LINEARNI RAVANSKI KUBNI ELEMENT
ELEMENT (membrana)




Prostorni konacni elementi

Koriste se za analizu trodimenzionalnih problema i obi¢no su oblika tetraedra il
prizme. Kao i ravanski, mogu biti pravolinijski i krivolinijski

3D ZAPREMINSKI ELEMENTI

LINEARNII KUBNI ELEMENT DEBELE LIUSKE SOLID ELEMENT
(puni element éetvorosirane prizme)

& ’ SUPERELEMENTI
r
‘ g § s
! i
13
9 10 i2
i1

OSNOSIMETRICNI ELEMENT LAMINARNA LTUSKA SENDVIC LIUSKA




Osnovni vidovi MKE

(prema nacinu formulisana osnovnih jednacina)

1. Direktna metoda

2. Varijaciona metoda
e princip o0 minimumu potencijalne energije

(metoda deformacija)
e princip o minimumu komplementarne energije
(metoda sila)
e Reissner-ov varijacioni princip (mesovita metoda)
3. Metoda reziduuma

4. Metoda energetskog balansa




Direktna metoda

® Analogna metodi deformacije u proracunu linijskih nosaca.

® Koristi se kod relativho jednostavnih problema, a pogodna
je zbog jasnog geometrijsko-mehanickog znacenja pojedinih
koraka aproksimacije.
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Direktna metoda - Formulacija na bazi pomeranja

Vecina pristupa u MKE u Primenjenoj mehanici zasnovana je na polju pomeranja kao
oshovnim nepoznatim
Za neke od konacnih elemenata relacije mogu da se formulisu direktnim putem, kao Sto su
linijski konacni elementi za reSetkaste i pune Stapove, u ravni ili u prostoru
Za povrsinske ili prostorne konacne elemente polazi se od osnovnih relacija u mehanici, odn.
u naponsko-deformacijskoj analizi i teoriji elasti¢nosti:

- veza izmedu napona i deformacija

- veza izmedu deformacija i pomeranja

- uslova ravnoteze (ili diferencijalnih jednacina kretanja)

- granicnih i pocetnih uslova

- odgovarajucih pricipa mehanike



Pomeranja tacaka tela

-2
=ui+Vvj+wk

. u(%,y,2)
s =(x,y,2)={s}=<v(x,Yy,z
w(X,Y,z

_ trenutna (deformirana)
konfiguracija tijela

" poéetna (nedeformirana)

konfiguracija tijela




INTERPOLACIONE FUNKCUE

Funkcije pomodu kojih se predstavlja polje promenljivih u elementu, nazivaju se
interpolacione funkcije, funkcije oblika ili aproksimativne funkcije.

Interpolacija znaci formiranje kontinualnih funkcija koje zadovoljavaju propisane uslove u
konac¢nom broju tacaka

U MKE konacan broj tacaka su ¢vorne tacke konacnih elemenata, a propisani uslovi su
vrednosti nepoznatih, a eventualno i njihovih izvoda, u ¢vornim tackama

¢vorne vrednosti mogu da budu i tacne (Sto obicno nisu u potpunosti), ali interpolacija
pretstavlja pribliznu raspodelu nepoznatih unutar posmatrane oblasti (unutar konacnog
elementa)

Interpolaciona funkcija se pretpostavlja za svaki konacni element, pri ¢emu ona mora

zadovoljiti odgovarajuce grani¢ne uslove duz granica elementa

Pomocu interpolacionih funkcija se uspostavlja neposredna veza izmedu vrednosti
funkcije u bilo kojoj tacki elementa i osnovnih nepoznatih parametara u ¢vorovima.
Vrednost funkcije u nekoj tacki se interpolira izmedu njenih vrednosti u ¢vorovima.
Pomocu ovih funkcija odredena je samo kvalitativho promena funkcije u elementu, Sto
znaci da je definisan samo njen oblik dok je intenzitet te promene odreden vrednostima
parametara u ¢vorovima.

Od izbora interpolacionih funkcija zavisi ispunjenje kontinuiteta izmedu pojedinih
elemenata.

U MKE se uglavnom koriste polinomi kao interpolacione funkcije i to: Lagrange-ovi
polinomi, Serendipity funkcije i Hermite-ovi polinomi.




INTERPOLACIONE FUNKCHE

Lagrange-ov polinom

xy) =8] #87 X +8F Y +84 -X-Y+85-X" +8{ -V 427 X" -y+aR X" -V #
) y y *rag-y” Ty 2.yt

Njihovo resenje konvergira tachom resenju kada polinom ima beskonacan red. Kvalitetna interpolaciona
funkcija zahteva onaj stepen polinoma koliki je broj nezavisno promenljivih u elementu. Sa druge strane,
visok stepen polinoma je nepodesan, zbog poteskodéa eliminacija unutrasnjih ¢lanova, pa se primenjuju samo
za odredjene tipove konacnih elemenata.

Serendipity funkcije i Hermite-ovi polinomi

Serendipity funkcije su funkcije ¢vornih tacaka konture. Njihove vrednosti su 1.0 u ¢vorovima i 0.0 izvan
¢vorova. Hermitovi polinomi su polinomi viseg stepena sa osobinama dobrog kontinuiteta na granicama
izmedju elemenata. Koeficijenti ovih funkcija se odreduju iz uslova kompatibilnosti i uslova staticke
ravnoteze.

Serendipity funkcije su tako oblikovane da direktno povezuju pomeranja u elementu sa pomeranjima u
¢vorovima sto eliminise potrebu izraCunavanja njihovih inverznih matrica i znacajno ubrzava postupak.
Koriste se za preciznije opisivanje granicnih uslova.




Interpolacione funkcije - nastavak

u =a1+a2X+a3y+a4xy
V=L + BoX+ B3y + BaXy

{u}- vektor pomaka unutar kona¢nog elementa
a, — koeficijenti Ciji je broj jednak broju stepeni slobode
elementa {a}=[a,,... a,, By,..- B4l

{0k f = [Ug, Vg g Vg ]




Interpolacione funkcije - nastavak

Veza izmedu pomaka u ¢vorovima i koeficijenata ima oblik:

{a}=Icle}

gdje je:

0
0
0

-0 - QO - O =
o coa oa oo
o T o - o o o o
- S~ C = O = ©
coR o © o0 O
T O T OO0 o o O

ili koeficijenti o:
ll=lc g} derc=o. 6.13)

Uvrstavajuéi izraz (6.13) u izraz (6.7), uspostavlja se veza izmedu pomaka u ~
elementu i pomaka u ¢vorovima elementa, tj.

ful="[allc [{a}=[a, Ha}. (6.14)




Interpolacione funkcije - nastavak

N,(x,y,z) - interpolaciona funkcija (matrica) koja odgovara ¢voru k,

¢* - vrednost funkcije u ¢voru (k).

¢ (x,y,z) — bilo koja skalarna funkcija komponenta pomaka , izvodi pomaka, ili
neka vektorska ili tenzorska veliCina

wf=[N]{a}

[N] — matrica interpolacijskih funkcija
{u}- pomeranja unutar elementa
{g}- pomeranja ¢vorova elementa




Osnovni vidovi MKE

(u zavisnosti od izbora nepoznatih u ¢vorovima)

Metoda deformacija (nepoznate su
kKinematske veliCine - parametri pomeranja u
cvorovima)

Metoda sila (nepoznate su statiCke veliCine-
sile i naponi u cvorovima)

Hibridna ili meSovita metoda (nepoznate su
kinematske | staticke velic¢ine u ¢vorovima




Direktna metoda - Matrica krutosti

Prema teoriji elasti¢nosti (KoSijeve jednacine) veza izmedu deformacija tacaka

unutar elementa € i pomeranja u glasi:

0

o
]

1

1

& 0 E?’xy E?’xz
{8} = [L]{U} 0 % 0 gij =[€]= gy %7yz
0 1

L - matrica diferencijalnih operatora 0 0 0 7 2’y
S0 L
¢} =[L|[N]{q}=[B o YTy o
wey =[L][N]ia) =[B]{aj o 22 VB gyt
wj=[N]ia} 2,2 IR TN
L oz OX 82_82 Vxz = Vx oz ox

[B] - matrica operator koja povezuje deformacije
unutar elementa i pomeranja ¢vorova elemenata

2 0
X
B B all[N, O N, O Ny O
[8]=[L]In]=| 0 dy [0 N, 0 N, 0 N;|
2 9
| dy Ox




Direktna metoda - Matrica krutosti

Veza izmedu napona o i deformacija unutar elemenata € (generalizovani Hooke-ov
zakon), odnosno pomeranja ¢vornih tacaka:

o) =[ENe) {e} =[E]"{o} =[C]{c]
o} =[E][B}{aj =[S]{a}

[S] - matrica operator koji opisuje vezu izmedu napona unutar elementa i
pomeranja ¢vorova elemenata. )
[E] - matrica elasti¢nosti €1 G2 &3

[C] — matrica fleksibilnosti €2 €23
S €33

[
m




Direktna metoda - Matrica krutosti

Kada se radi o homogenim izotropnim elasti¢cnim materijalima i toplinskim
utjecajima, matrica elasti¢nosti [E] moZe se prikazati s Lameovim koeficijentima, A i

M

[A+2u 2 A0
A+2u A 0
A+2u 0

H

simetri¢no

) Ev

ili pomocu koeficijenta Younga i Poissona: A=
1+v)(1-2v)

v
1-v _

E
! 0 0 0 ﬂ_G_2(1+V)
0 0

1

I£]= E(l-v)
(L+v)i-2v) E - modul elasti¢nosti

simetri¢no 0 - v—Poason-ov koeficijent




Direktna metoda - Matrica krutosti

Generalisane sile kao koncentrisane sile u ¢vorovima elemenata, koje su ekvivalentne
komponentnim naponima duz kontura elemenata, mogu se prikazati u slede¢em obliku:

tFi={Tliel

[T] - pravougaona matrica sa n vrsta i m kolona (m- broj komponenti u vektoru napona) i predstavlja vezu
generisanih sila i napona, odnosno definise uslove ravnoteze

(Fi=[T]Is]iay=[K]igj

[K] - MATRICA KRUTOSTI ELEMENTA
[K]=[T] [S] = [T] [E] [B] = [T] [E] [L] [N]

Poznavanjem matrice krutosti nepoznata pomeranja ¢vorova odreduju se iz jednacine:

lat =[] {F]




Algoritam MKE - primer

Example: Vertical machining center
Geometry is
Elastic deformation very complex!

Thermal behavior

etc.

/" A set of simultaneous
Governin FEM N ~ algebraic equations \
P L(p)+f=0 M

Equation: i

conditions: B(#)+g =0 Approximallf/t/a! [K] {ll} = {F} //;I
e T e S

You know all the equations, but
you cannot solve it by hand




Algoritam MKE-primer

[K]J{u} ={F} = {u}=[K]"{F}
/ \ \
Property Action

Behavior

Unknown
Property [K] Behavior {u} Action {F}

Elastic stiffness / displacement \ force

Thermal conductivity temperature heat source

Fluid viscosity \ velocity } body force

Electrostatic dialectri permittivity \ electric potential / charge




Algoritam MKE-primer

It is very difficult to make the algebraic equations for the entire domain

. Divide the domain into a number of small, simple elements

’ A field quantity is interpolated by a polynomial over an element

’ Adjacent elements share the DOF at connecting nodes

Finite element: Small piece of structure




Algoritam MKE-primer

Obtain the algebraic equations for each element (this is easy!)

[Z» Put all the element equations together

[K* 1"} ={F"} [K* 1"} ={F"} (K" J{u"} = {F"}

[K"J{u"} = {F"}

=

K"} = {F"}

H
| K]




Algoritam MKE-primer

Solve the equations, obtaining unknown variabless at nodes.

[K]{u} = {F} o w=[K]F)




Variaciona metoda

Zasniva na principu o stacionarnosti funkcionala I1

(U problemima mehanike ¢vrstog tela funkcional je obi¢no
potencijalna odnosno komplementarna energija sistema ili se
funkcional formuliSe na osnovu ove dvije energije)

|lzvedena je iz klasiChe metode Ritz-a

Red izvoda u funkionalu je nizi od izvoda diferencijalnih
jednacina razmatranog problema

Uspesno se primjenjuje kako na elemente jednostavnog
tako i elemente slozenog oblika.

e Najvise zastupljena metoda




Variaciona metoda-nastavak

e Osnovni variacioni principu u mehanici
cvrstog tela:

Princip o minimumu potencijalne energije
Princip o minimumu komplementarne energije
Reissne-or varijacioni princip




Varijaciona metoda — Princip virualnog
rada

Virtualna pomeranja (6 )- beskona¢no mala pomeranja koja su
neprekidne i diferencijabilne funkcije koordinata taCaka tela i koja su
jednaka nuli u svim onim taCckama konture u kojima su zatati konturni
uslovi po pomeranjim.

7 T T
Rad spoljasnijih sila [ u-dv+|[p° -u-ds

V S

_1ioT ody

Rad unutrasnjih sila-potencijalna energija >

Totalna energija — POTENCIJAL Lagrange-a

M=[.eTDedy — {FTudy —

Princip minimuma rada ol =o0U +0V =0




Varijaciona metoda — Matrica krutosti

Metoda kona¢nih elemenata Cesto umjesto jednadzbi stanja ravnoteZe
primijenjuje princip virtualnih pomaka ili princip virtualnog rada. Ovaj princip se
temelji na jednakosti virtualnog rada vanjskih i virtualnog rada unutrasnjih sila:

oW=0U (6.40)
ili

S -U)=0. (6.41)

Rada vanjskih sila (virtualni rad vanjskih sila na konturi tijela):

oW = _“(Pnl5QI +p}]25q2 +"'+pnk5qk)dA :

A,

Potencijalna energija deformiranja (virtualni rad unutrasnjih sila):

oU =f(o*_\.6s_\_ +0,06, +0.66_+7,,07,, +7,.07, +7:zx5ya.)dV . (643)

I




Varijaciona metoda — Matrica krutosti

dw ={6q} {F} (6.44)

ili prema (6.43) potencijalna energija deformiranja: .
oU = _f{ﬁe Violav . (6.45)
Vv R

Koristedi izraz (6.40) i izraze (6.44) i (6.45), te izraze (635) i (6.39), mo¥e se
pisati: -

[(81{5a)" ( [E][B] fg}+ {0 } v = b5q) {F)

V

[T [E][B) avig}+ [{ (BT {o' } Jav ={F}.

Vv Vv




Varijaciona metoda — Matrica

U izrazu (6.46) matrica krutosti kona¢nog elementa ima oblik:

lk]= (8 ] [B]av

v

[k]=[8] [£] (8] V.

gdje je: volumen V =é
[B]T - transponirani oblik matrice [B] .

Vektor sila u ¢vorovima kona¢nog elementa uslijed toplinske deformacije:
F =] 18T o' }av. (6.50)
V

Bez utjecaja temperature i toplinskih deformacija dobiva se osnovna jednadzba
veze sile u &vorovima {F} i pomaka u ¢vorovima kona¢nog elementa {g}, tako da je
vektor sila u ¢vorovima konacnog elementa za slucaj statickog opterecenja:

{Fi=Ik] {a} 6.51)

ili vektor pomaka u ¢vorovima kona¢nog elementa:

{at=lk]"{F}.

krutosti




Varijaciona metoda — Matrica krutosti

Integriranje se zamjenjuje sumiranjem diskretnih vrijednosti, tako se matrica
krutosti moZe prikazati preko podmatrica, tj. zar =14, j, m, n, i za s=1i,j, m, n:

kii k:‘j kiir kiK
[k]= ki Ky ki
ki kly‘ T

kKj kKk kKI\’

, (6.53)

gdieje [k, =[BT [D][Bs]V.

Jednadzba (6.51) moze se za konaéni element prikazati s komponentama u
pojedinim ¢vorovima i, j, k, K:

F, k; k:j ki ki qi
FJ' — kﬂ kﬂ kfk ka qf (6 5 4)
F, ky kg ka kg |lg,
Fy kg kK_,' kg ki gy

Ako je struktura ras¢lanjena na n konacih elemenata, ukupna matrica krutosti je

k]=Ylk.l,,. *&=Ln. (6.55)

(n)
Matrica krutosti [K] odredi se poznavanjem:
- geometrijskih i fizikalnih karakteristika pojedinih konaénih elemenata,
- vanjskog opterecenja i
- nalina oslanjanja sistema.



Varijaciona metoda — Matrica krutosti

Sumiranje se provodi po dijagramu matrice, tako da je za kona¢ni element sa dva
¢vora i strukturu od tri elementa:

k 0
; k23(1)
k33(2) + k33(3)

(6.56)

Za viseévorne elemente i za slozenu strukturu, matrica krutosti postaje sloZena i
velika. Simetri¢na je i pojasnog oblika. Sirina pojasa ovisi od sloZenosti strukture,
nadina podjele, broja kona¢nih elemenata, te nacina podjele i numeriranja ¢vorova j
elemenata:

X
X

X

Prikazani nadin formiranja matri¢nih jednadzbi dat je s ciljem da se pokaZe
metodologija postupka. Kod gotovih programa za MKE, veliki broj prikazanih
operacija je automatiziran. Na&in koristenja programa je razli¢it. NajvaZniji su ulazni
parametri optere¢enja i ogranicenja.




Metoda reziduuma

e Opsti vid aproksimacije po MKE
e Zasniva se na diferencijalnim jednaCina razmatranog
problema.

e Primenjuje se kod problema kod kojih je tesko
formulisati funkcional i onih problema kod kojih
funkcional uopste ne egzistira




Metoda energetskog balansa

e Zasniva se na balansu razliCitin vidova energije

e Primenjuje se termostatiCkoj i termodinamickoj analizi
kontinuuma.




Konvergencijaresenja

Parametar poredjenja
(deformacyja)

A

MIETODA STLA

Oblast nestabilnog resen;a L
Drivergencyja reSenja

Tacéno resenje Konvergencija redenja

Parametar poredjenja
(deformacyja)

o Droj konaénih
_ﬂn elemenata

4
Taéno reden; xm'ergencija redenja

Oblast nestabilnog reenja  Divergencija reéenja
METODA DEFORMACITA




1ZVORI GRESAKA U MKE

e The three main sources of error in a typical FEM solution are
discretization errors, formulation errors and numerical errors.

e Discretization error results from transforming the physical system
(continuum) into a finite element model, and can be related to
modeling the boundary shape, the boundary conditions, etc.




1IZVORI| GRESAKA U MKE - Nastavak

Formulation error results from the use of elements that don't precisely
describe the behavior of the physical problem.

Elements which are used to model physical problems for which they are
not suited are sometimes referred to as ill-conditioned or mathematically
unsuitable elements.

For example a particular finite element might be formulated on the
assumption that displacements vary in a linear manner over the domain.
Such an element will produce no formulation error when it is used to

model a linearly varying physical problem (linear varying displacement
field in this example), but would create a significant formulation error if it
used to represent a quadratic or cubic varying displacement field.

S traight { prismatic) bar Tapered bar

S EEEee—— _—p-

linear waration nhon-linear wariation
Ezxact solution |

litear wariation line ar waration
FE solution |
(one linear element)




1IZVORI GRESAKA U MKE-Nastavak

Numerical error occurs as a result of numerical calculation procedures,
and includes truncation errors and round off errors.

Numerical error is therefore a problem mainly concerning the FEM
vendors and developers.

The user can also contribute to the numerical accuracy, for example, by
specifying a physical quantity, say Young’s modulus, E, to an inadequate
number of decimal places.
 Accuracy refers to how closely a computed or
measured value agrees with the true value, while

precision refers to how closely individual computed or
measured values agree with each other

Increasing accuracy
a) inaccurate and imprecise s
b) g (a) b}

accurate and imprecise

¢) inaccurate and precise

d) accurate and precise = .:)
{c) (d)




1IZVORI GRESAKA U MKE-Nastavak

Truncation errors are those that result from using an approximation in
place of an exact mathematical procedure

dv _Av_v(t,)-v(t)

dt At l., 1,

f(x,-+l)=f(x,)+f'(x,-)h+%"f)h2 +$h3 +...+@hn R

) Zero order

] fh',uq} =fhf'

)

2
21 I

@ flx.q) = flx) + £l +

FIGURE 4.7
The approximation of f(x) = —0.1x* — 0.15x* — 0.5 — 0.25x + 1.2 atx = 1 by
zero-order, firstorder, and second-order Taylor series expansions




1IZVORI| GRESAKA U MKE - Nastavak

Roundoff errors arise because digital computers cannot represent some
quantities exactly. There are two major facets of roundoff errors involved in

numerical calculations:
— Digital computers have size and precision limits on their ability to

represent numbers
— Certain numerical manipulations are highly sensitive to roundoff errors

— 1f0.03125 is represented by the system as 3.1X10-2, a roundoff
error is introduced
0.03125-0.031

0.03125
— The roundoff error of a number will be proportional to its magnitude

=0.008

0.01 0.1

|
—r 1 T
098 0.99 1 1.1 1.2




1IZVORI| GRESAKA U MKE - Nastavak

Roundoff error can happen in several circumstances
other than just storing numbers - for example:

— Large computations - if a process performs a large number of
computations, roundoff errors may build up to become significant

function sout = sumdemao| )
function sout = sumdemo() s=0:

s=10 fori=1; 10000

fori=1:10000 s=5+0.0001;
5=5+0.0001, > format long

% notice that 0.0001 cannot be expressed exactly in base-2. == sumdemo

end ans =

sout=§; 0.9999999999999 |

— Adding a Large and a Small Number - Since the small
number’s mantissa is shifted to the right to be the same scale as
the large number, digits are lost

4.000 x10?
What if 0.0010 + 4000 is represented 0.000001 x 10°
with 4 - digit mantissa and [ - digit exponent? 4.000001 %107 (chopped to 4.000 x 10%)

— Smearing - Smearing occurs whenever the individual terms in a

summation are larger than the summation itself

* (x+ 102%) — x = 10-20 mathematically, but
X =1; (x+ 1020 — x gives a 0 in MATLAB!




Prednosti MKE

Can readily handle complex geometry:
e The heart and power of the FEM.
Can handle complex analysis types:
Vibration
Transients
Nonlinear
Heat transfer
Fluids
Can handle complex loading:
e Node-based loading (point loads).
e Element-based loading (pressure, thermal, inertial forces).
e Time or frequency dependent loading.
Can handle complex restraints:
¢ Indeterminate structures can be analyzed.




Prednosti MKE-nastavak

Can handle bodies comprised of nonhomogeneous materials:

e Every element in the model could be assigned a different set of material
properties.

Can handle bodies comprised of nonisotropic materials:
e Orthotropic
e Anisotropic
Special material effects are handled:
o Temperature dependent properties.
o Plasticity
e Creep
e Swelling
Special geometric effects can be modeled:
e Large displacements.
e Large rotations.

e Contact (gap) condition.




Nedostatci MKE

A specific numerical result is obtained for a specific problem. A general closed-form
solution, which would permit one to examine system response to changes in various
parameters, is not produced.

The FEM is applied to an approximation of the mathematical model of a system (the
source of so-called inherited errors.)

Experience and judgment are needed in order to construct a good finite element
model.

A powerful computer and reliable FEM software are essential.
Input and output data may be large and tedious to prepare and interpret.




Nedostatci MKE-nastavak

¢ Numerical problems:
o Computers only carry a finite number of significant digits.
e Round off and error accumulation.

e Can help the situation by not attaching stiff (small) elements to flexible (large)
elements.

® Susceptible to user-introduced modeling errors:
e Poor choice of element types.
o Distorted elements.
e Geometry not adequately modeled.
e Certain effects not automatically included:
e Buckling
o Large deflections and rotations.
e Material nonlinearities .
e Other nonlinearities.




