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MATEMATICKO MODELOVANJE PROCESA DEFORMISANJA

Matematicko modelovanje procesa deformisanja je postupak matematickog opisivanja procesa
deformisanja. Sa jedne strane, ovaj opis mora biti relativno jednostavan, a sa druge strane i dovoljno
tacan, da bi odgovorio svojoj nameni koja je definisana od strane kreatora modela.

Matematicki model se obic¢no sastoji od skupa jednacina kojima treba da su opisane sve vaznije pojave ili
procesi znacajni za postavljeni problem. Karakteristike sredine ili objekata izrazene su kroz koeficijente
jednacina.

Za nalazenje reSenja formulisanog modela matematickim metodama koriste se kako deterministicke
(analiticke i numericke) tako i heuristicke metode i vestacka inteligencija.

Klasi¢na (analiticka) matematika - osnovni cilj utvrditi pod kojim uslovima postoji reSenje nekog
zadatka i koje su osobine tog resenja.

Numericke matematika - efektivno nalazenje reSenja sa zadatom tacnoscu. Ta tacnost treba da
bude nesto veca od tac¢nosti koju obezbeduje matematicki model, ali ne ni suvise visoka, jer se
tacnost pribliznog reSenja i tako nece povecati s obzirom na usvojeni model.

Heuristicke metode i metode ,vestacke inteligencije” - se koriste kako bi se ubrzao proces
pronalazenja dovoljno dobrog resenja, u situacijama kada je kompletno pretrazivanje neprakti¢no.
Tehnike reSavanja problema, ucenja i otkrivanja koji su bazirani na iskustvu.
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MATEMATICKO MODELOVANJE PROCESA DEFORMISANJA
Teorijski okvir

1. Mehanika kontinuuma

a) zakon konverzije mase

b) balans koliCine kretanja

c) balans momenta koli¢ine kretanja

d) prvi zakon termodinamike ili zakon odrzanja energije
e) drugi zakon termodinamike ili princip entropije

2. Konstitutivne jednacine - uzimaju u obzir strukturu (konstituciju) materijala i
karakteriSu njegove reakcije na spoljne efekte (granicni ili kontaktni uslovi, pocetni
uslovi, dopunske jednacine).

3. Hipoteze

a) Hipoteza o kontinuitetu tela

b) Hipoteza o homogenosti elasto-plasti¢nog tela
c) Hipoteza o izotropnosti

d) Hipoteza o nestisljivosti
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MATEMATICKO MODELOVANJE PROCESA DEFORMISANIJA
Osnovni reoloski modeli

a) idealno elastican materijal,

b) idealno plastiCan materijal
/ c) idealno elasticno-plastiCan materijal
d) materijal s linearnim ojaCavanjem

d) . e) . e) elasticno-plasticno telo s linearnim ojacavanjem
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. Naponi i deformacije
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Veza napon - deformacija

- Podrugje elastiCnih deformacija

c=c,-e=FL-¢
Stress-Strain Curve for Ductile Material
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OPSTI PROBLEM TEORIJE PLASTICNOSTI

Jednacdine ravnoteze napregnutog tela
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PROCESA DEFORMISANJA

Fizicke jednacine stanja (napon-deformacija)

de 1
dsy — G: _Gy —E(GZ +0, )_
de 1 |
dSZ = G: _GZ —E(GX +Gy)_
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Efektivni napon

Efektivna deformacija
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MATEMATICKO MODELOVANJE PROCESA DEFORMISANJA

Analiticke metode Numericke metode

O Metoda ravnih preseka (inZzenjerska metoda) = UBET

O Metoda linija klizanja = MUBET

O Metoda vizioplasticnosti (teorija+exp.) = MKE

O Metoda gornje granice = MKZ

O Varijaciona metoda = MKR

0 Metoda deformacionog rada = Metoda reziduuma

Heuristicke metode i metode vestacke inteligencije
- Ekspertni sistemi

- Soft computing

- Monte Carlo

- Genetski algoritam

- Evoluciono programiranje

- Neuronske mreze

- Fuzzy logic

- Simulirano kaljenje

- Tabu algoritam i dr.
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MATEMATICKO MODELOVANJE PROCESA DEFORMISANIJA
Analiticke metode

Analiticke metode baziraju se na osnovnim postulatima teorije plastiCnosti i do resenja
se dolazi preko niza uproséenja i pretpostavki, koji opisuju samu fiziku procesa na
pojednostavljeni nacin, zbog ¢ega se moze govoriti samo o tac¢nosti pribliznih reSenja. To
u neku ruku umanjuje vaznost resenja, ali se ona mogu veoma uspesno koristiti u
inzenjerskoj praksi.

Ove metode najviSe se koriste za analizu stacionarnih procesa deformisanja

— kontaktni pritisci

— deformacionu silu i deformacioni rad

— tecenje materijala

— naponsko-deformaciono stanje u obratku

— definisanje kriterijuma nastanka mikro-pukotina i njihovog razvoja itd.
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METODA RAVNIH PRESEKA (PRIBLIZNA, INZENJERSKA METODA)

Osnovni pripncipi (pretpostavke) na kojima se bazira metoda ravnih preseka:

1. Stvarno prostorno naponsko-deformaciono stanje svodi se na ravansko ili osno-
simetri¢no (izuzetak: sabijanje ili valjanje ploce, kovanje i istiskivanje sloZzenih-
nesimetric¢nih delova).

2. Raspored normalnih i tangencijalnih napona odreduje se samo za kontaktnu povrsinu,
a ne i za unutrasnjost tela. Pri tome se podrazumeva da su na slobodnoj povrsini
naponi jednaki nuli.

3. Deformisanje se smatra homogenim (zanemaruje se neravhomernost rasporeda
napona u dve ravni, pa oni postaju funkcija samo jedne - treée koordinate), zbog Cega
se mogu koristiti samo glavni naponi i deformacije. (Ovo je utoliko blize realnosti
ukoliko je veéi odnos kontaktne prema slobodnoj povrsini).

4. Zavisnost smicucih napona od odgovarajuce koordinate je linearna

5. Kao uslov plasticnog teCenja obicno se koristi uslov maksimalnih tangencijalnih
napona, kao matematicki najjednostavniji. Pri tome se naponi u ravnima upravnim na
ose koordinatnog sistema smatraju glavnim, tj. zanemaruje se eventualno postojanje
smicucih napona u tim ravnima ili se oni eliminisu iz izraza pogodnim
transformacijama.

6. Preseci obratka normalni na osu simetrije ostaju ravni u toku celog procesa
deformisanja.
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Pretpostavke i uproscenja: dot
csrr-doc-h—(csr +dcr)(r+dr)doc-h—2tk r-dodr +20; dr-h-sin7=0

1. Smatra se da valjak tokom obrade
zadrzava prvobitni cilindricni oblik.

2. Tangencijalni kontaktni napon TH O
proporcionalan je normalnom ‘
kontaktnom naponu (o) i koeficijentu o,-dr-h+do,-r-h+2u-0,-r-dr—c;-dr-h=0
trenja (w): ©, = u o,

3. Radijalni napon (oc,) ne menja se po 0, = ¢, G, =G,

visini obratka

| - 3

do,-r-h+2pn-c, -r-dr=90

| c,—-o.=K=do do
< T o) oo o '
i {
i
| d 2
| %0~ uE = o, =—Eriq
] - (o h
I Tk On |
l r dr

zar=R —»o0,=0, tj. 0,=K » Clzan+2TMR
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METODA LINIJA KLIZANJA

Pod linijama klizanja, u matematickom smislu, podrazumevaju se trajektorije maksimalnih
smicucih napona. U svakoj tacki tela na koje deluje spoljne opterecenje postoje dva
medusobno ortogonalna pravca (a, B) duz kojih smicuéi naponi imaju maksimalnu
vrednost.

® Primenjuju se za slucaj ravanskog i osno-simetricnog naponskog stanja

= Ne uzima u obzir deformaciono ojacavanje materijala (idealno plasti¢ni materijal)

= Analiti¢ko reSenje je moguce dobiti samo za jednostavnije slucajeve (numericka
integracija i druge priblizne metode)



7 MODELOVANJE I SIMULACIJA
. PROCESA DEFORMISANJA

w FAKULTET TEHNICKIH NAUKA

= o
Departman za proizvodno ' % -
B masinstvo 8’ $

Hipoteza maksimalnog tangencijalnog napona
(Tresca-in uslov plasticnog teCenja)

«Jednoosno naponsko stanje

ch FF F-sina F

) c .
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' Aq A A 2
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F/ . . o
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METODA LINUA KLIZANJA
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Hencky-jeve jednacine (integrali) — ekvivalentne jednac¢inama ravnoteze

6=0
50—’”+2k%=0
, Ox ox
B Dm0
- oy oy

Tm 4 2R0 =, = n:‘t}ns_t.

Oy = 200 = Cp = const.

Omdal “Oma42 = izk(@u -0, )
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Polja linija klizanja prema Prandtl-u METODA LINIJA KLIZANIJA

Omax —Omin = 2k

) G, —Op =i2k-((x)a—0)b)=i2-k-0)ab

pocetna faza utiskivanja

O hax - Maksimalni normalni napon
- minimalni normalni napon

m|n
2k - napon tecenja (za ravansko stanje)

B G,,0y, - srednji normalni napon u tacki a, odnosno b
| 5 ®,,0, - ugao linija klizanja u tackama a, odnosno b
¢ a{ 2% ®,, - ugao zaokretanja posmatrane linije klizanja
{ ";} kojoj se nalaze tatke aib
% s
4 ; = medu-faza utiskivanja

T
Py =—0.=2k(l+w,)= 2k(1+5j

Py =2k(1+%b)=2k(1+%+yj

zavrsna faza utiskivanja

Py =2k(1+w,)=2k(1+x)

F=p-A=p-b-I
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Energetska hipoteza — Missesov kriterijum

Prema energetskoj hipotezi, plasticna deformacija nastaje kada energija promene
oblika bilo kog naponskog stanja dostigne energiju promene oblika jednoosnog
naponskog stanja.

Ukupna energija pri deformaciji tela troSi se na promenu oblika (W, ) i promenu
njegove zapremine (W,):

W = Wg + Wy

—

(Gl —02)2 +(G2 —63)2 +(G3 —01)2 =2Rg 2205 =2K2

1
Wo =—(0,g; + 05,85y +03€ .
2<G1 1°+028 + 038 —  Ekvivalentan (efektivni napon)

1 1
WVZEAV'GSI,26—E(1—2V)(01+02+G3)2 Ge=K=£\/
2

(61-03) +(03 =03 ) +(03-01)

« Jednoosno naponsko stanje » Troosno naponsko stanje

=Gy llicy= L g =—¢€3, & =0
c6;#20, 6,=06,=0 O=QUG=3 o, 2(01+03) (a1 3, 8 =0)

o, =0, =K c;—o03=K
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METODA DEFORMACIONOG RADA

Bazira na Cinjenici da je pri plasti¢noj deformaciji rad aktivnih spoljnih (W,) sila veéi od rada
unutrasnjih sila (W) za onaj iznos koji se odnosi na rad kontaktnog trenja (W,)

Wo =W, +W, =W, =W,-W,

Wy =Wo +Wy Wy =0 W, =F-Ah

dW, = dWy = (016 + 0,6, +0383) AV =W, = [[[ o,6,dV =W,
V

g :%[01 —p(o, +G3):| W, Z‘E‘!Tk Uy, -dAzrk_g\/uz +v2 +w? - dd

&y = lI:(FZ —M(O'3 + 0 ):|
E

1
&3 :%[03_“(614'02)} F:A_hJ‘IJJO-egedV'Fng'uk'dA

Psr =

|
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VARUACIONA METODA

Teorema: Zbir radova svih spoljnih i unutrasnjih sila na moguc¢im pomeranjima oko
ravnhoteznog polozaja je jednak nul.

(W, +w,)=0

- ”(Sx Ou, +8,-0u, +85, -5u2)-dA (6u,, 6u,, 6u, — virtualna pomeranja)
ow, = ||| o.0¢,dv
4
oW, =oW,-oW, ou,=0=W,=0=oW,6 =—-0W,

o IjjaegedV—jjrk U, -d4 =0
Vv A

Koristi se za odredivanje deformacione sile, srednjih pritisaka, raspored napona i
deformacija po zapremini.
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METODA GORNIJE GRANICE

Koristi se za odredivanje ukupne sile, odnosno snage deformisanja.

Ekstremalni princip: Snaga povrsinskih sila u procesu deformisanja za stvarno polje brzina
manja je od snage povrsinskih sila za kinematski moguce polje brzina

Glavne prednosti

" ne zahteva koriS¢enje glomaznog matematickog aparata
" brzo se dolazi do priblizne vrednost deformacione sile
= polje brzina (raspored i veli¢ina) po preseku obratka — tecenje materijala

Glavni nedostatci

O ne moze odrediti naponsko stanje unutar deformisanog tela
0 vrednost deformacione sile uvek je veca od stvarne
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Teorijske osnove metode gornje granice

Prager i Hodge , nadgradio Drucker

Osnovna formulacija:
Medu svim kinematski dozvoljenim poljima brzine deformacije, stvarno je ono polje koje
sledeci izraz ¢ini minimalnim. oe—efektivni-napon

Eij --kompnente-brzine-deformacije

J* = 2\./56 j‘féé‘ljé‘y dV + j T- ‘AV‘ ~dA — J TividS T --tangencijalni-napon'
V St S,

Mv -diskontinuitet-brzine

T:--vucna-snaga-(spolia-primenjena)

Stvarna snaga (odnosno deformaciona sila izraunata na osnovu te snage) potrebna za
konkretan proces deformisanja nikada nema veéu vrednost od one dobijene gornjim
izrazom

Prvi clan - snaga plasticnog deformisanja zapremine tela

Drugi ¢lan - snaga potrebna za savladavanje otpora trenja na povrSinama diskontinuiteta
brzine ukljucujuci i grani¢ne povrsine alat-materijal

Tredi clan - snaga koja potiCe od spoljnih sila,



MODELOVANJE 1 SIMULACIJA
PROCESA DEFORMISANJA

|
Departman za proizvodno , ‘
ol maginstvo oo w

w FAKULTET TEHNICKIH NAUKA ;5
- 2

&,

Kinematki moguce polja brzina

Diskontinuitet brzina Pod kinematski dozvoljenim poljem brzine
podrazumeva se ono polje koje zadovoljava
sledeca dva uslova:

e uslov kontinuiteta (konstantnosti zapremine)

Av=v;3 =V e granicne uslove brzine

ZONA

A% :an
éll + E‘EI + EI'33 - ﬂ

ZONAII
=

e
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Ukupna snaga (W, ,) potrebna za deformisanje i ukupna deformaciona sila (F,,,)
2-k /1 ..

—j —gl-jgl-jdV+jr-‘Av‘-dA—j]}vidS
V3 ar S S,

Snaga unutrasjeg defomisanja

Wit =W+ W+ W, = F=—
tot d s f Vo

Wd Snaga potrebna za savladavanje trenja 4

S

. 2% I(1- -
W,=— (—8,-]- gijjdV :
\BV\/ 2 M=Ijrk‘Av‘-dA
A
: 2-k¢ |1
W, = —3 \/5[5121 +5222 +8323 +2(5122 +8223 +5321 )J 14
4 7 :ﬂo-e - duz povrsina diskontinuiteta brzina
. 8vr 6‘ _l ﬁvr N avz \/g
e =0 T2l or
- v, 10v sg =1 10, . vy vy T, = -0, -duzgrani¢nih povrsSina alata-obradak
€ 9o REPREAPY'S 2\ro60 or r
é _ aVZ é@z :l(%_l_lavzj
zz oz 2\ 0z r 00
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ANALIZA SLOBODNOG SABIJANJA PRIMENOM METODE

GORNIJE GRANICE

Wit =Wyt W+ TV, =2'j§’0j L éyéyav s [ o-|avl-da— [ Tas
14 St S,

Ilz

Wz
s

T I LI/

Komponente brzine

v=f(vr,v9,vz) Vv, #0
Vg =0

v, = f(r)

v, = f(2)

T

- 2k 1
W, =—— —&.&; |dV
‘ ﬁi (2 7 ”]

WS =Urk‘Av‘-dA
A

Wf:O

z
="y

Uslov konstantnosti zapremine
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Komponente brzine deformacije

Snaga unutrasnje deformacije

Wd :%;[\/%(8121 +£222 +5323) dVv

2kp ULy 1o v
V320447 {FyEaE
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MODELOVANJE 1 SIMULACIJA
PROCESA DEFORMISANJA

dV = R*zh
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